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Resumen— En este artı́culo se presenta el diseño de un
estimador de estados y ruido para un sistema singular lineal
de parámetros variables (S-LPV, por las siglas en inglés de
Singular Linear Parameter Variant) y el ruido a la salida del
sistema. El estimador propuesto es una extensión del trabajo
desarrollado en el diseño de observadores de estados y ruido
para sistemas singulares lineales invariantes en el tiempo
(LTI, por las siglas en inglés de Linear Time Invariant). Tal
extensión es el resultado principal del artı́culo, el cual da las
condiciones necesarias de estabilidad del error de estimación
a través de un análisis por Lyapunov. El estimador de estados
y ruido propuesto para sistemas S-LPV es probado mediante
simulación considerando un ejemplo numérico.

Palabras clave: Sistema singular, estimador de estados
y ruido, Lyapunov.

I. Introducción

Usualmente gran número de procesos fı́sicos son
descritos por modelos no lineales. Dado que no existe una
metodologı́a precisa para el diseño de observadores no
lineales, varios autores prefieren representar estos sistemas
utilizando el enfoque Lineal de Parámetros Variables (LPV,
por las siglas en inglés de Linear Parameter Variant). La
idea de este enfoque es representar el sistema mediante
la interpolación de modelos locales lineales. En Reberga
y col. (2005) se presentan dos enfoques que pueden ser
utilizados para formar modelos locales lineales, a partir de
modelos no lineales:

Linealización utilizando series de Taylor.
Identificación a través de datos de entrada y salida.

La técnica de interpolación presenta un buen enfoque para
sistemas LPV, ya que se obtienen estructuras politópicas;
estas estructuras son un conjunto de modelos locales
lineales programados por una función convexa.

Varios autores han trabajado con la representación
singular LPV, por ejemplo Borges y Peres (2006) presenta
un análisis de estabilidad y Chadli y col. (2008) presentan
un modelo LPV de un sistema mecánico. La representación
Takagi-Sugeno ha sido tratada por Ichalal y col. (2009)
considerando entradas desconocidas en el sistema y en la
salida, usando la estimación de entradas desconocidas para
detección de fallas. En Kulcsár y col. (2009) se reconstruye
la entrada desconocida.

Una gran cantidad de procesos son usualmente modelados
por sistemas de Ecuaciones Diferenciales y Algebraicas
(DAE, por las siglas en inglés Differential and Algebraic
Equations), donde las ecuaciones diferenciales surgen de
balances de energı́a y masa, mientras que las ecuaciones
algebraicas son relaciones entre las variables de estado
del sistema. Los sistemas singulares se encuentran
frecuentemente en campos de ingenierı́a, especı́ficamente
en ingenierı́a quı́mica, mecánica y eléctrica.

Darouach y col. (1996) proponen un observador de
orden reducido para sistemas singulares con entradas
desconocidas en el sistema y en la salida. En este
caso, si la matriz de disturbio es omitida, el observador
se vuelve inválido, es decir, entonces el observador
no puede ser usado para sistemas singulares con solo
ruido en la salida. Liying y Zhaolin (2004) diseñaron
un observador para desacoplar la entrada desconocida
mediante transformaciones del sistema. Koenig y Mammar
(2002) proponen un observador Proporcional-Integral,
donde la entrada desconocida se encuentra solo en el
sistema, también se considera que la derivada de la entrada
desconocida es cero, lo cual indica que el observador
funciona solo para pequeñas variaciones. Koenig (2005)
considera entradas desconocidas y fallas desconocidas en
el sistema y la salida.

Koenig (2005) considera entradas desconocidas y fallas
desconocidas de manera simultanea, definiendo que la
derivada de la falla no es cero, pero si es acotada.
Finalmente Darouach (2009) y Chen y col. (2006) tratan
el caso de filtros H∞.

La principal contribución de este artı́culo consiste en
sintetizar un estimador de estados y ruido para sistemas
singulares LPV. El enfoque propuesto es una extensión
de los resultados obtenidos en Gao y Ho (2006) donde
se presenta el diseño de un estimador de estados y ruido
para sistemas singulares LTI. Se presentan las condiciones
de existencia para poder sintetizar el observador con las
transformaciones apropiadas. Tales condiciones garantizan
la convergencia del observador a través de un análisis de
estabilidad por Lyapunov.
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II. Sistema singular LPV con estructura politópica

Considere el siguiente sistema singular no lineal de
parámetros variables:

Eẋ(t) = F(x(t), u(t), θ(t))
y(t) = Cx(t) + d(t) (1)

donde x(t) ∈ Rn es el vector de estados, u(t) ∈ Rp es el
vector de entrada, θ(t) ∈ Rk es el vector de k parámetros
variables, d(t) ∈ Rm es ruido en la salida y y(t) ∈ Rm

es el vector de salida. F(·) es una función no lineal.
rank(E) = r. La linealización de la función F(·) por series
de Taylor alrededor de M puntos de linealización dados
por las combinaciones de los lı́mites de variación de los
parámetros, generan el siguiente conjunto de modelos
singulares lineales locales:

Eẋ(t) = Aix(t) + Biu(t) + ∆xi

y(t) = Cx(t) + d(t) (2)

Ai y Bi son matrices jacobianas del ith modelo. ∆xi es un
vector dependiente del ith modelo correspondiente al punto
de linealización. Entonces, el sistema no lineal representado
por (1) puede ser escrito utilizando la estructura politópica
LPV como sigue:

Eẋ(t) =

M∑
i=1

µi(θ(t))(Aix(t) + Biu(t) + ∆xi)

y(t) = Cx(t) + d(t)
(3)

donde µi(θ(t)) = µ(θi, θi, θi(t), t) (θi y θi representan el
valor máximo y minı́mo de θi respectivamente).

Ai ∈ R
n×n, Bi ∈ R

n×p, C ∈ Rm×n y ∆xi ∈ R
n son

matrices invariantes en el tiempo definidas por el ith

modelo. El modelo singular LPV politópico se encuentra
programado por la función µi(θ(t)), ∀i ∈ {1, . . .M} la cual
se encuentra en el siguiente conjunto convexo

Ω =

µi(θ(t)) = µi(θ, θ, θ(t)) : µi(θ(t)) ≥ 0;
M∑

i=1

µi(θ(t)) = 1


Para estimar los estados del sistema (3), asumimos que
la tercia (E, Ai, C) es impulso observable, demostrando que

rank
[

AT
i ET CT

ET 0 0

]
= n + rank(E), (4)

que la tercia (E, Ai, C) es finitamente detectable si

rank
[

sE − Ai

C

]
= n, ∀i = {1, · · · ,M}, (5)

y que la dupla (E, Ai) es libre impulso si

rank
[

E 0
Ai E

]
= n + rank(E) (6)

III. Diseño del estimador de estados y ruido para
sistemas singulares LPV politópicos

III-A. Estudio preliminar

En esta sección, consideramos un sistema singular no
lineal representado por el siguiente modelo singular LPV
politópico:

Eẋ(t) =

M∑
i=1

µi(θ(t))(Aix(t) + Biu(t) + ∆xi)

y(t) = Cx(t) + d(t)
(7)

El modelo local se encuentra definido por:

Eẋ(t) = Aix(t) + Biu(t) + ∆xi

y(t) = Cx(t) + d(t) (8)

A partir de este momento nos enfocaremos en el diseño de
un observador local para el modelo descriptor lineal (8).
Para simplificar la notación, omitiremos el sı́mbolo (t) en
algunos lugares para evitar confusión.

Definiendo

x =

[
x
d

]
, E =

[
E 0
0 0m×m

]
, Ai =

[
A1 0
0 −Im

]
,

∆xi =

[
∆xi

0

]
, Bi =

[
Bi

0m×p

]
, N =

[
0
Im

]
,

C =
[

C Im

]
(9)

podemos construir el siguiente modelo aumentado:

Eẋ = Aix + Biu + Nd + ∆xi

y = Cx
(10)

El modelo descriptor LPV politopico aumentado se muestra
a continuación:

Eẋ =

M∑
i=1

µi (θ)
(
Aix + Biu + Nd + ∆xi

)
y = Cx

(11)

Ahora el vector de estados x y el ruido d conforman el
nuevo vector de estados del modelo aumentado.

III-B. Diseño del estimador LPV politopico

En esta sección presentaremos un nuevo diseño de
estimadores para sistemas descriptores LPV, utilizando el
modelo aumentado (11).

Considere el observador en forma singular como sigue:

E ˙̂x =

M∑
i=1

µi (θ)
(
Ai x̂ + K pi(y −C x̂) + Biu + N d̂ + ∆xi

)
(12)
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donde x̂ ∈ Rn+m es la estimación del vector x, d̂ ∈ Rm es la
estimación del ruido d, y K pi ∈ R

(n+m)×m es la matriz a ser
encontrada.

La matriz del estimador politopico puede ser determinada
de manera que permita que el error de estimación converja
asintóticamente a cero. Definiendo el error de estimación
para el ith modelo, como sigue:

Eẋ − E ˙̂x = Aix + Biu + Nd + ∆xi − Ai x̂−
K pi(y −Cx̂) − Biu − Nd̂ − ∆xi

(13)

Definiendo Cd =
[

0m×n Im

]
y e = x − x̂, entonces

d = Cd x, d̂ = Cd x̂, y d − d̂ = Cde.

E
(
ẋ − ˙̂x

)
= Ai

(
x − x̂

)
− K pi

(
y −Cx̂

)
+ N

(
d − d̂

)
Eė = Aie − K piC

(
x − x̂

)
+ NCde

Eė = Aie − K piCe + NCde

Eė =
(
Ai − K piC + NCd

)
e (14)

Tomando en cuenta las expresiones (11), (12) y (14), la
ecuación dinámica del error se puede expresar como:

Eė =

M∑
i=1

µi (θ)
(
Ai − K piC + NCd

)
e (15)

El error de estimación tiende asintóticamente a cero si
M∑

i=1

µi (θ)
(
Ai − K piC + NCd

)
e es estable.

IV. Condiciones de estabilidad y convergencia

Las condiciones para asegurar convergencia y estabilidad
de (12) se muestran en el siguiente teorema.

Teorema 1: El observador politopico (12) es
asintóticamente estable si existe una matriz común X
tal que(

Ai − K piC + NCd

)T
X + XT

(
Ai − K piC + NCd

)
< 0,

∀i ∈ {1, · · · ,M}
(16)

Demostración 1: Considere la siguiente función
candidata de Lyapunov

V(e) = eT XT Ee, XT E = E
T

X > 0 (17)

usando la ecuación (14)

V̇(e) =

M∑
i=1

µi (θ)
{
eT

[(
Ai − K piC + NCd

)T
X+

XT
(
Ai − K piC + NCd

)]
e
} (18)

para toda θ,
M∑

i=1

µi (θ) = 1 y µi (θ(t)) ≥ 0.

siempre y cuando e , 0, (18) se cumple si(
Ai − K piC + NCd

)T
X + XT

(
Ai − K piC + NCd

)
< 0,

∀i ∈ {1, · · · ,M}
(19)

V. Sintonización del estimador

La desigualdad (19) se puede mostrar como:(
AiX −C

T
K

T
piX + C

T
d N

T
X + XT Ai − XT K piC + XT NCd

)
< 0

∀i ∈ {1, · · · ,M}
(20)

La desigualdad matricial bilineal (BMI, por las siglas en
inglés de Bilinear Matrix Inequality) de la Ec. (20) puede
ser transformada en una desigualdad matricial lineal (LMI,
por las siglas en inglés de Linear Matrix Inequality) si
consideramos que Qi = K

T
piX. De manera que (20) se

puede expresar como:

AiX −C
T

Qi + C
T
d N

T
X + XT AiQ

T
i C + XT NCd < 0 (21)

Esta última desigualdad es lineal con respecto a las
variables desconocidas X y Qi. Consecuentemente, existen
herramientas que pueden ser usadas para la solución de (21).

La matriz de ganancia del estimador puede ser determinada
como:

K pi = X−T Q
T
i (22)

Donde la matriz de ganancia K pi =

[
K1i

K2i

]
∈ R(n+m)×m con

K2i ∈ R
m×m siendo no singular.

El estimador (12) puede ser escrito como sigue:

E ˙̂x =
[
Ai + N Cd − K piC

]
x̂ + Biu + K piy

=

[
Ai − K1iC −K1i

−K2iC K2i

]
x̂ +

[
Bi

0

]
u +

[
K1i

K2i

]
y

(23)

VI. Transformación del estimador de forma singular a
un estimador tipo Luenberger

Teorema 2: Si la dupla (E, Ai) es libre impulso y estable,
para el sistema (11), existe un observador tipo Luenberger
de la siguiente forma:

˙̂xs =

M∑
i=1

µi(θ) (Asi x̂s + Bsiu + Ksiy)

x̂ =

M∑
i=1

µi(θ)
(
Q1iQ2i

[
x̂s

B f iu + K f iy + ∆ f i

]) (24)
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Demostración 2: Desde que el rank(E) = r, existen dos
matrices ortogonales U y V tal que E tiene la siguiente
descomposición

E = U
[

Ir 0
0 In−r

] [
Σr 0
0 In−r

]
VT (25)

donde Σr = diag(σ1, σ2, . . . , σr) con σi > 0, i =

{1, 2, . . . , r}.

Definiendo

P1 = U−1 = UT

Q1 = VT

[
Σr 0
0 In−r

]−1

= V
[

(Σr)−1 0
0 In−r

]
(26)

podemos obtener las siguientes matrices transformadas
estrictamente equivalentes:

P1EQ1 =

[
Ir 0
0 0

]
, P1AiQ1 =

[
A11i A12i

A21i A22i

]
(27)

donde A22i ∈ R
(n−r)×(n−r) es una matriz no singular desde

que la dupla (E, Ai) es libre impulso. Seleccionando

P2 =

[
Ir −A12i(A22)−1

0 −(A22i)−1

]
, Q2i =

[
Ir 0

−(A22i)−1A2i In−r

]
(28)

puede continuar realizando las siguientes transformaciones

P2i

[
Ir 0
0 0n−r

]
Q2i =

[
Ir 0
0 0n−r

]

P2i

[
A11i A12i

A21i A22i

]
Q2i =

[
A11i − A12i(A22i)−1A21i 0

0 −In−r

]

=

[
Asi 0
0 −In−r

]
(29)

Definiendo

P1i =

[
In −K1iK−1

2i
0 Im

]
, Q1i =

[
In 0
−C K−1

2i

]

P2i =

[
P2iP1 0

0 Im

]
, Q2i =

[
QqQ2i 0

0 Im

] (30)

se puede obtener

P2iP1iE Q1iQ2i

=

[
P2iP1EQ1Q2i 0

0 0m

]
=

[
Ir 0
0 0n−r+m

] (31)

P2iP1i

(
Ai + N Cd − K piC

)
Q1iQ2i

=

[
P2iP1AiQ1Q2i 0

0 −Im

]
=

[
Asi 0
0 −In+m−r

] (32)

P2iP1iBi

=

[
Bsi

B f i

]
, Bsi ∈ R

r×p, B f i ∈ R
(n−r)×p

P2iP1iK pi

=

[
Ksi

K f i

]
, Ksi ∈ R

r×m, K f i ∈ R
(n−r)×m

(33)

P2iP1i∆xi

=

[
∆si

∆ f i

]
, ∆si ∈ R

r, ∆ f i ∈ R
(n−r)

(34)

Usando (31)-(34), y definiendo[
x̂s

x̂ f

]
=

(
Q1iQ2i

)−1
x̂ (35)

podemos realizar una transformación estrictamente
equivalente de (23) tal que

˙̂xs =

M∑
i=1

µi(θ) (Asi x̂s + Bsiu + Ksiy + ∆si)

x̂ f =

M∑
i=1

µi(θ)
(
B f iu + K f iy + ∆ f i

) (36)

Junto con

x̂ =

M∑
i=1

µi(θ)
(
Q1iQ2i

[
x̂s

x̂ f

])
(37)

(36) forman un estimador tipo Luenberger para el sistema
(11).

VII. Ejemplo numérico

Para mostrar la eficiencia del método presentado, se
considera un sistema descriptor no lineal de la forma (1)
definido por

ẋ1(t) = −1,5x2
1(t) + 0,2x3(t)x4(t) + θ(t)

ẋ2(t) = −u1(t)x2
1(t) − x4(t)x2

3(t) − 0,5x2(t)θ(t)
0 = 0,5x2(t) + 0,2x4(t) + θ(t) − x3(t)
0 = −x2

2(t) + x2
3(t) + θ(t)u2(t) − x4(t)

y(t) = x1(t) + d(t)

(38)

El parámetro θ varı́a de θ ∈ [0,5, 1]. Si se linealiza
considerando u1 = 8, u2 = 3, θ = 0,5 se obtiene:

E =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


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A1 =


−2,9733 0 −0,6581 −0,2958
−15,8576 −0,25 −9,7332 −2,1871

0 0,5 −1 0,2
0 5,2832 −2,9578 −1


B1 =


0 0

−0,9823 0
0 0
0 0,5

 , ∆x1 =


1,0002
1,3226

0,5
0,7911


Ahora si consideramos u1 = 8, u2 = 3, θ = 1, obtenemos:

A2 =


−3,8760 0 −0,9620 −0,3126
−20,6720 −0,5 −15,0361 −2,4430

0 0,5 −1 0,2
0 6,4042 −3,1260 −1


B2 =


0 0

−1,6693 0
0 0
0 1

 , ∆x2 =


2,0006
3,2092
1,0001
7,8110


con lo que podemos generar el modelo politopico siendo
M = 2, al ser k = 1.

Las funciones de ponderación µi(θ) son:

µ1(θ) =
θ − θ

θ − θ
=
θ − 0,5

0,5

µ2(θ) =
θ − θ

θ − θ
=

1 − θ
0,5

Usando la salida y y las entradas u1,2, podemos construir
el estimador (12) o (23) con

E =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , N


0
0
0
0
1


C =

[
1 0 0 0 1

]
, Cd =

[
0 0 0 0 1

]

A1 =


−2,9733 0 −0,6581 −0,2958 0
−15,8576 −0,25 −9,7332 −2,1871 0

0 0,5 −1 0,2 0
0 5,2832 −2,9578 −1 0
0 0 0 0 −1

 ,

A2 =


−3,8760 0 −0,9620 −0,3126 0
−20,6720 −0,5 −15,0361 −2,4430 0

0 0,5 −1 0,2 0
0 6,4042 −3,1260 −1 0
0 0 0 0 −1


B1 =


0 0

−0,9823 0
0 0
0 0,5
0 0

 , B2 =


0 0

−1,6693 0
0 0
0 1
0 0


K p1 =


−1,6414
−7,1882
0,2526
1,1772
0,7426

 , K p2 =


−2,3140
−8,9996
0,2691
1,7585
0,9157



o equivalentemente el observador tipo Luenberger
(37) con

As1 =

[
−2,9733 −1,3507
−15,8576 −14,9975

]
As2 =

[
−3,8760 −1,9853
−20,6720 −24,2533

]
Ks1 =

[
0
0

]
, Ks2 = 10−15 ×

[
0,4441

0

]

B f 1 =

 0 0,0628
0 0,3142
0 0

 , B f 2 =

 0 0,1231
0 0,6153
0 0


K f 1 =

 0
0

0,7426

 , K f 2 =

 0
0

0,9157


Bs1 =

[
0 −0,1343

−0,9823 −1,2986

]
, Bs2 =

[
0 −0,3107

−1,6693 −3,3536

]

Q11Q21 =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0,9781 1 0 0
0 2,3903 0 1 0
−1 0 0 0 1,3467



Q12Q22 =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1,0958 1 0 0
0 2,9788 0 1 0
−1 0 0 0 1,0921


Considerando las siguientes condiciones iniciales, x0 =[
0,1 0,4 0,3 0,4

]T
, d0 = 0, x̂s 0 =

[
0,1 0,2

]T
,

se obtienen las siguientes figuras.
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Figura 1. Evolución de parámetro θ
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Figura 2. Convergencia de x̂1(t) al estado real x1(t)
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Figura 3. Convergencia de x̂2(t) al estado real x2(t)
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Figura 4. Convergencia de x̂3(t) al estado real x3(t)

VIII. Conclusiones

En este artı́culo se ha propuesto un estimador para sis-
temas singulares LPV politopicos. La sı́ntesis del estimador
es una extensión del trabajo presentado en Gao y Ho
(2006) para sistemas singulares LTI a sistemas singulares
LPV. Se dan las condiciones suficientes para asegurar la
existencia y estabilidad del estimador propuesto usando un
análisis de Lyapunov basado en la formulación de LMIs.
El desempeño del estimador es evaluado mediante una
simulación utilizando un ejemplo numérico.
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